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 دراسة تحليلية لدائرة

 
  
I-معادلة دائرة   

    1- معادلة ديكارتية لدائرة معرفة بمرآزها و شعاعها
       في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ، 

)نعتبر      )C دائرة مرآزها ( );a bΩ و شعاعها r  ( )0r ≥  

                               ( ) ( );M x y C M r∈ ⇔ Ω =        

         ( ) ( )2 2x a y b r⇔ − + − =  

           ( ) ( )2 2 2x a y b r⇔ − + − =  

      
  
  
  
  
   مبرهنة   

  .        في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم 
)     معادلة الدائرة  )C التي  مرآزها ( );a bΩ و شعاعها r  ( )0r ) هي ≤ ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  

  حالة خاصة    
)      معادلة الدائرة  )Cعاعها  التي  مرآزها أصل المعلم و شr 2     هي 2 2x y r+ =  

   أمثلة   
     في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم

)حدد معادلة للدائرة التي مرآزها -1 )2;3Ω   4 و شعاعها  −

)حدد معادلة للدائرة التي مرآزها -2 )2;3Aلنقطة  وتمر من ا( )1; 3B − 

   ملاحظة  
2بوضع   *  2 2c a b r= + −  

)     معادلة الدائرة  )C التي  مرآزها ( );a bΩ و شعاعها r تكتب على شكل 
2 2 2 2 0x y ax by c+ − − + =  

}رنعتب  *  }Ω دائرة مرآزها Ωو شعاعها منعدم   

 
2 دراسة المعادلة -2    2 2 2 0x y ax by c+ − − + =  

)    لتكن  )E مجموعة النقط ( );M x y    2 التي تحقق 2 2 2 0x y ax by c+ − − + =  

         ( ) ( ) 2 2; 2 2 0M x y E x y ax by c∈ ⇔ + − − + =  

  ( ) ( )2 2 2 2x a y b a b c⇔ − + − = + −  

2  إذا آان  2 0a b c+ − ) فان ≻ )E = ∅  

2  إذا آان  2 0a b c+ − ) فان = ) ( ){ };E a b= Ω  

2    إذا آان   2 0a b c+ − ) فان; ) ( )( ); ;E C a b r= Ω 2     حيث 2r a b c= + −  

   مبرهنة   
  . أعداد     حقيقيةc وb وa.         المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم

  2 2 2 2 0x y ax by c+ − − + 2 لدائرة إذا وفقط إذا    آان  هي معادلة= 2 0a b c+ − ≥  

)    مرآز هذه الدائرة هو );a bΩ 2 وشعاعها 2r a b c= + −  
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   تمرين    
)     حدد )Eمجوعة النقط ( );M x y                        2     حيث 2 2 7 0x y x y+ − + + =  

)     حدد )'Eمجوعة النقط ( );M x y                           2 حيث 2 6 4 7 0x y x y+ − + − =    

   معادلة معرف بأحد أقطارها -3  
)     لتكن  )C دائرة أحد أقطارها [ ]AB حيث ( );A AA x y   

)    و  );B BB x y  

  
  

                      
                                     ( ) ( ); 0M x y C AM BM∈ ⇔ ⋅ =

JJJJG JJJJG
  

( )( ) ( )( ) 0A B A Bx x x x y y y y⇔ − − + − − =   

   مبرهنة    
   نقطتين مخنلفتين B وA      ليكن 

0AM  حيث M      مجموعة النقط  BM⋅ =
JJJJG JJJJG

) هي الدائرة )C التي أحد أقطارها      [ ]AB  

) ممنظم ، معادلة الدائرة      في مستوى منسوب إلى معلم متعامد )C التي أحد أقطارها[ ]AB    هي   

      ( )( ) ( )( ) 0A B A Bx x x x y y y y− − + − − =  

  
   تمرين    

)نعتبر .        في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم )1;2A )    و − )5;4B ) و − )3;6C −  

) حدد الدائرة-1    )C التي أحد أقطارها  [ ]AB  

   غير مستقيميةC وB و A تأآد أن النقط - أ-2   
  ABC حدد معادلة للدائرة المحيطة بالمثلث -       ب

   تمثيل بارامتري لدائرة- 4  
)نعتبر.   في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم )C دائرة  مرآزها ( );a bΩوشعاعها غير منعدم r   

          
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

2 2

;

1

M x y C x a y b r

x a y b
r r

∈ ⇔ − + − =

− −   ⇔ + =   
   

  

] من θ    ومنه يوجد عدد حقيقي  [0;2π  حيث   

                      
cos

sin

x a
r
y b
r

θ

θ

− =
 − =


  

  

   
cos
sin

x a r
y b r

θ
θ

= +
 = +

 /θ∃ ∈\  ( ) ( );M x y C∈ ⇔  

  مبرهنة و تعريف   
  .  مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم      

)الدائرة       )Cمرآزها   التي( );a bΩ وشعاعها r ( 0)r ) هي مجموعة النقط  ; );M x y التي  

تحقق      
cos
sin

x a r
y b r

θ
θ

θ
= +

∈ = +
\  

    النظمة 
cos
sin

x a r
y b r

θ
θ

θ
= +

∈ = +
)تسمى تمثيلا بارامتري لدائرة\ )C التي مرآزها ( );a bΩ وشعاعها r  
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   حالة خاصة   

 هي                rلدائرة مرآزها أصل المعلم وشعاعها لي     التمثيل البارامتر
cos
sin

x r
y r

θ
θ

θ
=

∈ =
\  

  
   تمرين   

)     حدد تمثيلا بارامتريا للدائرة  )C      2 المعرفة بالمعادلة 2 4 6 9 0x y x y+ + − + =  

  داخل و خارج دائرة -5  
)نعتبر .    في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم   )C دائرة مرآزها ( );a bΩ وشعاعها r   

2نعتبر     2 2c a b r= + −  
       ( ) ( );M r M x y CΩ = ⇔ ∈  

                            2 2 2 2 0x y ax by c+ − − + = ⇔  
   Mداخل( )C⇔ M rΩ ≺  

                      2 2 2 2 0x y ax by c+ − − + ⇔≺  
  خاصية  

)نعتبر .        في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم )C دائرة  معادلتها 
2 2 2 2 0x y ax by c+ − − + =  

) داخل الدائرة-    )C هو مجموعة النقط ( );M x y            2 التي تحقق 2 2 2 0x y ax by c+ − − + ≺  

) خارج الدائرة-    )Cوعة النقط  هو مجم( );M x y            2 التي تحقق 2 2 2 0x y ax by c+ − − + ;  

     تمرين  
  حل مبيانيا      

                               
2 2 2 4 1 0

1 0
x y x y

x y
 + − + +


+ + ≥

≺
  

        ( )( )2 2 2 21 2 4 1 0x y x y x y+ − + − + + ≤  

 II- تقاطع  مستقيم ودائرة
 1-   مبرهنة

)كن         لي )D مستقيم و ( )C دائرة مرآزها Ωو شعاعها r  

)إذا آان   *  )( );d D rΩ ) فان; ) ( )D C∩ = ∅  

)إذا آان   *  )( );d D rΩ )فان = ) ( )D C∩أحادية   

)إذا آان    *  )( );d D rΩ ) فان ≻ )Dو ( )Cيتقاطعان في   نقطتين مختلفتين   .  

  تمرين   
)     أدرس تقاطع الدائرة  )Cو المستقيم  ( )Dفي الحالات التالية   

    1- ( ) ( )( )1; 2 ;2C C= Ω ) و− ) : 2 1 0D x y+ − =  

    2-   ( ) 2 2: 2 4 1 0C x y x y+ − + + )      و= ) : 3 4 6 0D x y+ − =  

    3-  ( ) 2 2: 2 4 1 0C x y x y+ − + + )      و= ) : 3 4 5 0D x y+ − =  

  ائرة المماس للد-2  
   a-تعريف    

)         لتكن  )Cدائرة مرآزها Ω  

       ( )D مماس للدائرة ( )Cإذا وفقط إذا آان( )( );d D rΩ =  

  ملاحظة    
   نقطة من المستوىA     لتكن 
) داخل دائرة A   إذا آان  )Cفانه لا يوجد أي مماس لها مار من A  
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)   إذا آان  )A C∈ فانه يوجد مماس وحيد لـ  ( )C  مار منA  

) خارج دائرة A   إذا آان  )C فانه يوجد  مماسان لها ماران من A  

b -المماس لدائرة عند أحد نقطها   
   تعريف -أ     

)           لتكن  )Cدائرة مرآزها Ω و Aنقطة منها   

)     تقول إن المستقيم )D مماس للدائرة ( )C عند النقطة A إذا وفقط إذا آان( )D عموديا على ( )AΩ 

 .Aفي 
   خاصية-ب    

)      لتكن  )Cدائرة مرآزها Ωو شعاعها r و Aنقطة منها   

) نقطة منM      لتكن  )D  

   ( )D مماس للدائرة ( )C عند A⇔0A MAΩ ⋅ =
JJJG JJJJG

  

                                             ⇔2M A rΩ ⋅Ω =
JJJJJG JJJG

  
  خاصية       
)لتكن          )Cدائرة مرآزها Ωو شعاعها r و Aنقطة منها   

    ( )D مماس للدائرة ( )C عند النقطة A    اذا وفقط اذا  آان ( ) 2M D M A r∀ ∈ Ω ⋅Ω =
JJJJJG JJJG

  

  ا  معادلة المماس عند أحد نقطه-ج   
)    ليكن   )D مماس للدائرة ( )Cا مرآزهΩو شعاعها r عند النقطة   ( )0 0;A x y   

)      لتكن  );M x y  

    ( ) 2M D M A r∈ ⇔ Ω ⋅Ω =
JJJJJG JJJG

  

 
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

2
0 0

0 0 0 0 0

M D x a x x y b y y r

xx yy a x x b y y c

∈ ⇔ − − + − − =

⇔ + − + − + + =
  

2   حيث  2 2c a b r= + −  
  
  خاصية  

)إذا آانت.  في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم      )C دائرة 

2معادلتها 2 2 2 0x y ax by c+ − − + )معادلة المماس لها عند    فان  = )0 0;A x y   هي 

( ) ( )0 0 0 0 0xx yy a x x b y y c+ − + − + + =  

  ملاحظة  
) عند النقطة r  وشعاعها   معادلة المماس لدائرة مرآزها أصل المعلم )0 0;A x y   

2هي
0 0 0xx yy r+ − =   

   تمرين  
)    نعتبر الدائرة  ) 2 2: 2 0C x y x y+ − − =  

)    تأآد أن  ) ( )1;2A C∈حدد معادلة للمماس لـ  ( )Cد عنA  

  تمرين     
)نعتبر الدائرة .    في مستوى منسوب الى معلم متعامد ممنظم  )C  

2  التي معادلتها  2 2 2 2 0x y x y+ + − − =  
)حدد مرآز وشعاع  -1 )C  

) حدد موضع  -2 )2;3Aللدائرة  بالنسبة ( )C 

)حدد جميع المماسات للدائرة  -3 )C المارة من  A 

  


